
Unidad 1 Integrales Múltiples 1.11 Funciones no continuas sobre conjnutos acotados

Integrales impropias (funciones no acotadas)(Parte 2)

Consideremos la Integral
∫ ∫

R
y−x
xy dydx donde R = [0, 1]× [0, 1] y vamos a calcular su valor.∫ ∫

R

y − x
xy

dydx = ĺım
ε,δ→0

(∫ 1

ε

∫ 1

δ

y − x
xy

dydx

)
= ĺım
ε,δ→0

(∫ 1

ε

∫ 1

δ

1

x
− 1

y

)
dydx =

ĺım
ε,δ→0

(∫ 1

ε

(y
x
− log(y)

∣∣1
δ

)
dx

)
= ĺım
ε,δ→0

(∫ 1

ε

1

x
− log(1)−

(
δ

x
− log(δ)

)
dx

)
=

ĺım
ε,δ→0

(∫ 1

ε

1− δ
x

+ log(δ)dx

)
= ĺım
ε,δ→0

(
(1− δ) log(x) + xlog(δ)

∣∣1
ε

)
=

ĺım
ε,δ→0

((1− δ) log(1) + log(δ)− ((1− δ) log(ε) + ε log(δ))) = ĺım
ε,δ→0

(log(δ)− (1− δ) log(ε)− ε log(δ)) =

ĺım
ε,δ→0

−(1− δ) log(ε) + log(δ)(1− ε)

Tomando la aproximación a R como [ 1n , 1]× [ 1n , 1] hacemos δ = 1
n y ε = 1

n Obteniendo asi:∫ ∫
R

y − x
xy

dydx = ĺım
n→∞

∫ 1

1
n

∫ 1

1
n

y − x
xy

dydx = ĺım
n→∞

(
1− 1

n

)
log(

1

n
)−

(
1− 1

n

)
log(

1

n
) = 0

Mientras que si consideramos la aproximación de R como [ 1n , 1]×[ 2n , 1] hacemos δ = 2
n y ε = 1

n Obteniendo
asi: ∫ ∫

R

y − x
xy

dydx = ĺım
n→∞

∫ 1

1
n

∫ 1

2
n

y − x
xy

dydx = ĺım
n→∞

(
1− 1

n

)
log(

2

n
)−

(
1− 2

n

)
log(

1

n
) =

ĺım
n→∞

(
1− 1

n

)(
log(2) + log(

1

n
)

)
−
(

1− 1

n
− 1

n

)
log(

1

n
) =

ĺım
n→∞

(
1− 1

n

)
log(2) +

(
1− 1

n

)
log(

1

n
)−

(
1− 1

n

)
log(

1

n
) +

1

n
log(

1

n
) =

ĺım
n→∞

(
1− 1

n

)
log(2) +

1

n
log(

1

n
) = log(2)

En consecuencia la integral impropia es divergente pues la función y−x
xy no es positiva en todo R.

Teorema 1. Condición necesaria y su�ciente de convergencia de integrales impropias de funciones po-

sitivas. Si f ≥ 0 en D, y si existe una sucesión de conjuntos en Dn, tal que

ĺım
n→∞

∫ ∫
Dn

f dxdy = L

entonces ∫ ∫
D

f dxdy

es convergente a L
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Unidad 1 Integrales Múltiples 1.11 Funciones no continuas sobre conjnutos acotados

Demostración. Basta probar que para subconjuntos Dn y D̃n de D se cumple L = L̃ donde

L = ĺım
n→∞

In In =

∫ ∫
Dn

f dxdy

L̃ = ĺım
n→∞

Ĩn Ĩn =

∫ ∫
D̃n

f dxdy

Dado D̃n ⊂ D compacto y como Dn es una sucesión de conjuntos en D, entonces ∃ algún N (natural) tal
que D̃n ⊂ Dn ∀n > N ∴ podemos escribir

Dn = D̃n

⋃
H H = Dn − D̃n

∴ ∫ ∫
Dn

f dxdy =

∫ ∫
D̃n

f dxdy +

∫ ∫
H

f dxdy

siendo f ≥ 0 sobre H se tiene que

In =

∫ ∫
Dn

f dxdy ≥
∫ ∫

D̃n

f dxdy = Ĩn ∀n > N ⇒ L̃ = ĺım
n→∞

Ĩn ≤ L ∴ L̃ ≤ L

Intercambiando Dn con D̃n resulta que L ≤ L̃ ∴ L = L̃

Ejemplo.-Evaluar
∫ ∫

D
1√
xydA donde D = [0, 1]× [0, 1]

Para ello de�nimos Dn = [ 1n , 1]× [ 1n , 1] y calculamos la integral∫ ∫
D

1
√
xy
dA = ĺım

n→∞

∫ 1

1
n

∫ 1

1
n

1
√
xy
dydx = ĺım

n→∞

∫ 1

1
n

2
√
xy

x

∣∣∣11
n
dx = ĺım

n→∞

∫ 1

1
n

2√
x
− 1√

x
√
n
dx

= ĺım
n→∞

4
√
x− 2

√
x√
n

∣∣∣11
n

= ĺım
n→∞

4− 2√
n
− 4√

n
− 2

n
= 4

Si f tiene signo variable, consideramos las funciones

f+ = máx{f, 0}, f− = −mı́n{f, 0}

y trabajamos a f usando estas funciones(
f = f+ − f−
|f | = f+ + f−

)
⇒
(
f+ = 1

2 (|f |+ f)
f− = 1

2 (|f | − f)

)
si f y |f | son integrables para cada Dn ⊂ D, resulta que f+ y f− también lo son.
Ahora bien Dn es una sucesión para f+ y f− en D y como ahí son positivas entonces son integrables D
y existen

s+ =

∫
D

f+, s− =

∫
D

f−

por lo tanto decimos que la integral ∫
D

f
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existe y es convergente si las entegrales ∫
R

f+
∫
R

f−

son ambas convergentes

Ejemplo Consideremos la siguiente integral impropia∫
R

f, donde f(x, y) =
x2y

(x2 + 1)(y4 − x4)
R = {(x, y) ∈ R2 | 0 ≤ x ≤ 1, − 1

3
x ≤ y ≤ 1

2
x}

esta función no es positiva en todo R, por lo que vamos a considerar las siguientes regiones

R+ = {(x, y) ∈ R2 | 0 ≤ x ≤ 1, − 1

3
x ≤ y ≤ 0}

R− = {(x, y) ∈ R2 | 0 ≤ x ≤ 1, − 0 ≤ y ≤ 1

2
x}
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Observamos que

f(x, y) =
x2y

(x2 + 1)(y4 − x4)
=

x2y

(x2 + 1)(y2 − x2)(y2 + x2)
=

x2y

(x2 + 1)(y − x)(y + x)(y2 + x2)

por lo que el signo de f depende de los términos

x2y

(y − x)(y + x)

Caso 1 si (x, y) ∈ R− entonces x2y < 0
y − x < 0
y + x > 0

 ⇒ f(x, y) =
x2y

(x2 + 1)(y4 − x4)
> 0

y en este caso podemos calcular la integral∫
R−

f+ =

∫ 1

0

(∫ 1
2x

0

x2y

(x2 + 1)(y4 − x4)
dy

)
dx =

∫ 1

0

x2

x2 + 1

(∫ 1
2x

0

y

y4 − x4
dy

)
dx

=

∫ 1

0

x2

x2 + 1

(
1

4x2
ln

(
x2 − y2

x2 + y2

)
|
1
2x
0

)
dx =

∫ 1

0

x2

x2 + 1

(
1

4
ln

(
3

5

))
dx =

1

4
ln

(
3

5

)∫ 1

0

1

x2 + 1
dx

=
1

4
ln

(
3

5

)(
arctan

∣∣1
0

)
=

1

4
ln

(
3

5

)
π

2
=
π

8
ln

(
3

5

)
Caso 2 si (x, y) ∈ R+ es analogo y obtenemos∫

R+

f− =

∫ 1

0

(∫ 0

− 1
3x

x2y

(x2 + 1)(y4 − x4)
dy

)
dx =

π

8
ln

(
10

8

)
por lo tanto ∫

R

f =

∫
R−

f+ +

∫
R+

f− =
π

8
ln

(
3

5

)
+
π

8
ln

(
10

8

)
=
π

8
ln

(
3

4

)
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